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SERIE 4

Responeu a QUATRE de les sis questions seglents. En les respostes, expliqueu
sempre queé voleu fer i per qué.

Cada questio val 2,5 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no es permet 1’as de calculadores o altres
aparells que poden emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre
informacio.

Criteris generals per a la correccio:

1. En tots els casos la resoluci6 que fa D’estudiant s’ha de poder seguir i
comprendre els passos que fa. Aquelles respostes, parcials o totals, que no
estiguin desenvolupades 0 no es pugui seguir el com s’ha arribat a donar la
resolucio seran puntuades amb 0 punts.

2. La resolucié proposada és, en alguns casos, una de les possibles i no és, en
principi, Unica. Per tant, sempre que I’enunciat ho permeti, en el cas que
I’estudiant respongui amb una resolucié alternativa totalment correcta se li
assignara el total de puntuacié de D’apartat. Si la resposta és parcial la
puntuacio obtinguda sera proporcional a la part corresponent de la puntuacio
total.

3. En alguns casos, la solucié final pot admetre expressions equivalents. En
aquests casos la puntuacio sera la totalitat de la puntuacié de 1’apartat.

4. Tots els exercicis, apartats 1 passos dins d’un apartat es valoraran amb multiples
de 0,25 punts.

5. Penalitzacio per errades de calcul o transcripcio:

Si I’errada que es comet no té més transcendeéncia, aleshores NO es descomptara
res de la puntuaci6 parcial de I’apartat.

o En el cas que I'errada condueixi a derivacions paral-leles de I’enunciat, es
valorara i puntuara el desenvolupament i coherencia de la resolucid resultant, i
només s’aplicara una penalitzacio final de 0,25 punts.

o En cas que I’errada condueixi a no tenir sentit alguna de les qiiestions que es
demanen, aleshores la puntuacié maxima de ’apartat sera de 0,75 punts.

o Si la resolucié d’un apartat conté dues errades la puntuacié de ’apartat sera
I’acumulada fins al moment previ al cometre la segona errada.
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1. Siguin les funcions f(x) = x3 i g(x) = a - x?, en qué a és un nombre real positiu.

a) Trobeu, en funcio del parametre a, els punts de tall entre les dues corbes y =
f(x)iy = g(x)ifeuuneshos de laregid limitada per les dues grafiques.
[1,25 punts]

b) Calculeu el valor d’a perque I’area compresa entre y = f(x) 1 y = g(x) sigui
27
T 2
[1,25 punts]

Resolucio:

a)

Igualem les dues funcions i
resolem:

fx) =gx)
x3 = ax?
x3—ax*=0
x’(x—a) =0
x=0ix=a

: , Els punts de tall son
/ 0.0 : 0,0)i (@ a®)

b) L’area entre les dues funcions es calculara amb la integral definida de la diferéncia de
les dues funcions:

a
ax® x*

A= f (900 - F()dx = f (ax? = x¥)dx = (— - Z)

a* a* a
3 4

0
—=%7=>a4=81 —>a=+3.

Cal descartar el valor a = -3 ja que a ens diu I’enunciat, que és positiu.

X . , 27
Per tant, per a a = 3 I’area entre les dues funcions és ” u?.
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Pautes de correccio:

a) 0,25 punts pel plantejament de la igualtat.
0,25 punts per la solucio de 1’equacio (els valors d’a).
0,25 punts pel punt (0, 0).
0,25 punts pel punt (a, a®).
0,25 punts per I’esbos.
b) 0,25 punts pel plantejament de la integral definida (en coheréncia amb 1’esbos
fet a ’apartat anterior).
0,25 punts pel calcul de la primitiva.
0,25 punts pel calcul final de la integral.
0,25 punts pel plantejament de la igualtat.
0,25 punts per la resolucid final.
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2. Un avidé es desplaca des d’un punt A = (0,3,1) cap a una plataforma plana
d’equacid m: x — 2y + z = 1 seguint una recta r paral-lela al vector v = (1, —1,0).
a) Calculeu les coordenades del punt de contacte B de 1’avié amb el pla i la
distancia recorreguda.
[1,25 punts]
b) Calculeu I’equacié general del pla perpendicular a la plataforma i que conté a la
recta r seguida per I’avi0 des del punt A.

[1,25 punts]
Resolucio:
a) L’equaci6 paramétrica de la recta r és

(x,y,z) =(03,1)+1(1,-1,0) = (1,3 —4,1).
Per a trobar el punt de contacte cal trobar la interseccio de la recta r amb el pla r:
1-2-3-D+1=1
A-6+21+1=1

d’on deduim que A = 2. Per tant, el punt de contacte buscat és |B = (2,1,1) |

Finalment per a calcular la distancia demanada apliquem la férmula de la distancia entre
dos punts, els punt A =(0,3,1) i el punt B =(2,1,1), i obtenim

dist(A,B) =22+ (1-3)2 + (1 - )2 =8 =
b) El pla buscat conté com a vectors directors el vector v = (1,—1,0) (vector

director de la recta r) i un vector normal al pla =, n = (1, —2,1). Per tant, per a obtenir
un vector normal al pla buscat calculem

1 -2 1
nxv=|1 -1 0|=(111)
i j k

Per tant, el pla buscat té equacio de la forma x + y + z = k on k és un parametre real.
Com que el punt A pertany al pla buscat, tenim 0+ 3 + 1 = k i, per tant, I’equacio
demanada del pla és |x +y + z = 4|

Observacio: Qualsevol altra manera equivalent i correcta sera també donada per
resposta correcta.
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Pautes de correccio:

a) 0,25 punts per I’equaci6 parametrica (0 equivalent) de la recta r.
0,25 punts pel punt interseccio de la recta i el pla.
0,25 punts pel plantejament de la distancia.
0,25 punts pel vector entre els dos punts.
0,25 punts per la distancia final.
b) 0,25 punts pels elements del pla.
0,25 punts pel vector normal del pla.
0,25 punts pel plantejament de I’equacio el pla.
0,25 punts pel calcul del valor del terme independent.
0,25 punts per I’equacié general del pla.
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3. Sigui f(x) una funcio derivable la grafica de la qual passa pel punt (0, 1). La
grafica de la seva derivada, f'(x), és la que es mostra en la figura.

| : |

a) Calculeu I’equacio6 de la recta tangent a la grafica de la funcio f(x) en el punt

de la grafica d’abscissa x = 0.
[1,25 punts]
b) Trobeu les abscisses dels punts singulars de la funcid f(x) i classifiqueu-los.

[1,25 punts]

Resolucio:

a) L’equacio de la recta tangenten x = 0es y = f'(0)(x — 0) + £(0).

Mirant la grafica de f'(x) podem veure que f'(0) = —4 i I’enunciat ens indica que
f(0) = 1jaque f(x) passa pel punt (0,1). Per tant, ’equacio de la recta tangent a la
funcié f(x) en el punt d’abscissa x =0 és y = —4(x—0)+1 o, el que és el

matei [y = —4x 7 1]

b) Els punts singulars son aquells on s’anul-la la derivada; per tant, només cal
veure els punts de tall de f'(x) amb I’eix d’abscisses, és a dir, les x que compleixen

que f'(x) =0.

Observant la grafica de f'(x) observem que f'(-2)=0,f'(-1) =0if'(1) = 0.
Aixi tenim que f(x) presenta punts singulars en |x =-2,x=—-1lix= 1|.

Ara només cal classificar-los.

Observem que en x = —2, la recta tangent a la funcié derivada és horitzontal, és a
dir, que f''(—2) =0 i, per tant, x = —2 és una abscissa candidata a presentar una

inflexi6. Donat que f'(x) >0 en I’ interval (—co,—2) i també (—2,—1), aixd
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implica que f(x) és creixent en aquests intervals. Per altra banda, abans de -2 la
funcio derivada es decreixent, és a dir, amb derivada negativa (o sigui f”(x) < 0) i
despres de -2 la funcio derivada és creixent, es a dir, amb derivada positiva (0 sigui
f"(x) >0 ). Aixo indica que en el punt x = —2 hi ha efectivament un canvi de
concavitat i, per tant, en x = —2 la funcié f(x) presenta un punt d’inflexio de|
tangent horitzontal |

Donat que f’(x) > 0 en I’ interval (—=2,—1) i f'(x) < 0 a (—1,1), ens indica que
f(x) és creixent a I’interval (—2,—1) i és decreixent a (—1,1), motiu pel qual
podem concloure que en [x = —1 la funci6 f(x) presenta un maxim relatiul.

Finalment, en el punt d’abscissa [x = 1 f(x) presenta un minim relatiul ja que f(x)
és decreixent a I’interval (—1,1), atés que f’(x) < 0 en aquest interval, i f(x) és
creixent a (1, +oo0) ates que f'(x) > 0 en aquest interval

x = —2 Punt d’inflexié amb recta tangent horitzontal
x = —1 maxim relatiu
x = 1 minim relatiu

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts per la férmula de la recta tangent.
0,25 punts per la identificacio del pendent.
0,25 punts per la identificaci6 de I’ordenada.
0,25 punts per la substitucio en I’expressio de la recta tangent.
0,25 punts per I’expressio final de la recta tangent.
b) 0,25 punts per la identificacid de les tres abscisses.
0,5 punts per la classificacio justificada de la inflexié.
0,25 punts per la classificacié justificada del maxim relatiu.
0,25 punts per la classificacid justificada del minim relatiu.
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a -3 0
4. SiguilamatriuA=({4 a—7 1 |, enquéaésun parametre real.
1 -1 -1
a) Estudieu el rang de la matriu A per als diferents valors del parametre a.
[1,25 punts]
b) Comproveu que per a a = 4 la matriu A és invertible i que es verifica que A™1 =
AZ,
[1,25 punts]
Resolucio:
a) Estudiarem el rang de la matriu A a partir dels valors que fan que el rang sigui

maxim, 3 en aquest cas, que és quan no s’anul-la el determinant de la matriu.

a -3 0
|A|=4 a-7 1|=-a°+7a-3+a-12=-a*+8a-15
1 -1 -1

A|]=-a’+8a-15=0—>a=3 i a=5
e Quana=31ia#5-—|A#0->rang(4) =3

e Quana = 3,rang(A) < 3 jaque det(4) = 0.

3 -3 0
A=|4 -4 1 |. Es veu clarament que dues files qualssevol d’aquesta matriu sOn
1 -1 1

independents, perque no sén proporcionals, per tant rang (4) = 2.
Analogament, qualsevol menor d’ordre 2 no nul també justifica que rang(4) = 2.

e Quana =5,rang(A) < 3,jaque det(A) = 0.

5 -3 0
A=4 -2 1 |.Demaneraanaloga al cas anterior rang(A) = 2.
1 -1 1

Com abans, qualsevol menor d’ordre 2 no nul també justifica que rang(4) = 2.
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4 -3 0

b) Peralcasa =4tenim A={4 -3 1 |ipelquehem vistal’apartat anterior
1 -1 -1

la matriu A té rang 3, per tant, és invertible, és a dir que existeix A1
Observacid: La invertibilitat de la matriu A també es pot demostrar procedint al calcul

de la matriu inversa i veient que es pot dur a terme.

Per a comprovar que la matriu A2 és la matriu inversa A~1, és suficient comprovar que

A-A% =1
4 -3 0 4 -3 0 4 -3 -3
A*=4 -3 1 4 -3 1 )=|5 -4 -4
1 -1 -1/\1 -1 -1 -1 1 0

4 -3 0 4 -3 -3 1 00
A-A2=<4 -3 1)(5 —4 —4>=<0 1 0)
1 -1 -1/\-1 1 o0 0 0 1

Que és el que voliem veure.

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts pel determinant.

0,25 punts pels valors a discutir.

0,75 punts per la discussio del 3 casos (0,25 punts cada cas).
b) 0,5 punts per la justificacié que A és invertible.

0,25 punts pel plantejament de la comprovacio.

0,25 punts pel calcul de la matriu A2,

0,25 punts per la comprovacié del producte.
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5. Una empresa esta treballant en el disseny d’unes capsules de caf¢é. L’empresa ha
construit la seccid transversal de les capsules inscrivint-la en una
semicircumferencia de radi 1, tracant una corda CD paral-lela al diametre AB i
incorporant el punt E en el punt mitja de I’arc CD. D’aquesta manera queda tragat

el pentagon ACEDB, tal com es mostra en la figura.

a) Expresseu en funci6 de x i h I’area del pentagon ACEDB.
[1,25 punts]

b) Quina ha de ser la distancia (indicada a la figura per h) a qué s’ha de situar la

corda CD de AB per tal que I’area del pentagon ACEDB sigui maxima?
[1,25 punts]

Resolucio:

a) Si anomenem x a la meitat de la longitud de la corda CD, aleshores tenim que

x =+/12 — h?

—
1
-_— -

T

CEE

L’area del pentagon és I’area del trapezi ACDB més 1’area del triangle CED.

_ (@2x+2)-h 2x-(1-h)

A= ————+ ———— = (x+ D h + x(1 - W) [= h + 1]

b) Formuleu I’area en termes només h.
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Com que x = V12 — h? ,tenimque A(h) = h + V1 — h?,

Ara cal calcular i resoldre A’(h) = 0.
A =1+ —2h o
2vV1—h? V1—h? \F
. . h —> _ 2 . _\2 . .
Tenim que 1 = R V1—h%2=nh,h* =1/2ipertant h = . (considerem nomes

la soluci6 positiva pel context del problema).

Mirant el signe de la derivada A’'(h) a I’entorn del punt singular h =§ podem
classificar el punt singular.

Com que A’(0,5) = 0,4226 > 0 i A’(0.8) = —0.333 < 0, la funcio area creix abans i

decreix després del punt singular, és a dir, que hi ha un maximen h = \/Z—E

Per tant, la corda s’ha de situar a distancia > berqueé I’area sigui maxima.

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts per la representacio grafica.
0,25 punts per la relacié entre x i h.
0,25 punts per I’expressio de la part trapezoidal.
0,25 punts per I’expressio de la part triangular.
0,25 punts per I’expressio final de la funcié area en dos parametres (x i h).
b) 0,25 punts per I’expressio de la funcio area a maximitzar, amb un sol parametre
(h).
0,25 punts per la funcio derivada.
0,25 punts pel punt singular.
0,5 punts per la comprovacio de maxim.
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6. Siguin les rectes r i s, expressades per ’%3 =y=z—1i(u—uuw),

respectivament.
a) Determineu la posicio relativa de les rectes.

[1,25 punts]
b) Calculeu la distancia entre larecta r i la recta s.
[1,25 punts]
Resolucio:
a) Determinem un vector director de cada recta per a saber si son vectors

linealment dependents (coincidents o paral-leles) o linealment independents (secants o
que es creuen).

v, =(2,1,1)iv, =(1,-1,1).

Com que no son proporcionals, son vectors linealment independents. Per tant, les dues
rectes o bé son secants (s’intersecten en un punt comu) o bé es creuen.

Verifiguem si sén secants buscant la interseccio de r i s. Per aix0, substituint un punt
generic de larecta s en larecta r:
u—3

—_— = —1
2 u=u

De la primera igualtat: U—-3==22pu—=pu=1

De lasegonaigualtat: —pu=u—-1=pu= %

Com que s’obtenen valors diferents per al parametre W, no hi ha punt interseccio i per
tant [les rectes r i s es creuen|

Observacié: Qualsevol altra manera equivalent i correcta sera també donada per
resposta correcta.

b) En aquest cas en qué les rectes es creuen la distancia entre elles la calcularem
com a distancia d’un punt d’una recta al pla paral-lel que conté I’altra recta, és a dir:
d(s, r) = d(Ps, ), on z és el pla que conté la recta r i és paral-lel a la recta s.

Els vectors directors del pla seran v, = (2,1,1) i vg = (1, —1,1).

El seu producte vectorial ens dona el vector normal al pla:

i 2 1
n=vXv=|j 1 -1=(2,-1,-3)=(4,B,()
k1 1

Araamb un punt de larectar, B. = (3,0, 1) construim 1’equaci6 del pla:
m2(x—-3)-1(y—0)—-3(z-1)=0= m:2x—y—3z—-3=0
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La distancia sera:

2-0—-0—3-0-—3| 3 3V14
_ _ u

d(s,vr) =d(P,m) = d((0,0,0),T[) = \/22 T =T 12

Observacid: Qualsevol altra manera equivalent i correcta sera també donada per
resposta correcta.

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts pels vectors directors de les rectes.
0,25 punts per justificar el no paral-lelisme.
0,25 punts pel plantejament de la posicid relativa.
0,25 punts pels calculs o passos intermitjos.
0,25 punts per la justificacio que les rectes es creuen.
b) 0,25 punts pel plantejament de com calcular la distancia.
0,25 punts pels elements del pla a calcular.
0,25 punts pel calcul del pla paral-lel.
0,25 punts per I’aplicacio de la formula de la distancia d’un punt a un pla.
0,25 punts pel calcul final.




