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Serie 4

Responeu a CINC de les sis questions segients. En les respostes, expliqueu sempre
que voleu fer i per que.

Cada quiestio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I’Gs de calculadores o altres
aparells que portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre
informacio.

Criteris generals per a la correccio:

6. En tots els casos la resolucio que fa I’estudiant s’ha de poder seguir i
comprendre els passos que fa. Aquelles respostes, parcials o totals, que no
estiguin desenvolupades o no es pugui seguir el com s’ha arribat a donar la
resolucio seran puntuades amb 0 punts.

7. La resolucié proposada és, en alguns casos, una de les possibles i no és, en
principi, Unica. Per tant, sempre que I’enunciat ho permeti, en el cas que
I’estudiant respongui amb una resolucio alternativa totalment correcta se li
assignara el total de puntuacio de I’apartat. Si la resposta és parcial la
puntuacié obtinguda sera proporcional a la part corresponent de la puntuacio
total.

8. En alguns casos, la solucié final pot admetre expressions equivalents. En
aquests casos la puntuacio sera la totalitat de la puntuacié de 1’apartat.

9. Tots els exercicis, apartats i passos dins d’un apartat es valoraran amb multiples
de 0,25 punts.

10. Penalitzacio per errades de calcul o transcripcio:

o Sil’errada que es comet no té més transcendencia, aleshores NO es descomptara
res de la puntuacio parcial de 1’apartat.

o En el cas que I'errada condueixi a derivacions paral-leles de I’enunciat, es
valorara i puntuara el desenvolupament i coheréncia de la resolucio resultant, i
només s’aplicara una penalitzacié final de 0,25 punts.

o En cas que I’errada condueixi a no tenir sentit alguna de les qlestions que es
demanen, aleshores la puntuacié maxima de ’apartat sera de 0,75 punts.

o Si la resolucié d’un apartat conté dues errades la puntuacié de ’apartat sera
I’acumulada fins al moment previ al cometre la segona errada.
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2. Volem construir un marc rectangular de fusta que delimiti una area de 2 m?2. Sabem
que el preu de la fusta és de 7,5 €/m per als costats horitzontals i de 12,5 €/m per als
costats verticals. Determineu les dimensions que ha de tenir el rectangle perqué el
cost total del marc sigui el minim possible. Quin és aquest cost minim?

[2 punts]

Resolucio:

Anomenem x a la mesura del costat horitzontal del rectangle i y a la mesura del
costat vertical.

Atés que ’area del rectangle ha de ser de dos metres quadrats, sabem que x -y = 2
La funci6 que facilita el cost a partir de la mesura dels costats és:

Clx,y) =75-2x+ 12,52y = 15x + 25y
Comque x-y =2 ,sabemque y=2/x i, pertant, C(x) = 15x + 50/x
Estudiem per a quin valor de x > 0 és minima la funci6 cost:

C'(x) =15 —50/x?

50 10 /30
x2 3 3

C"(x) = 100/x3

V30
c” (x = —) > (0 — Minimrelatiude C(x) quan x =

S

3

22 6 30
Y=XTV30 V30 5
3

m

Les dimensions que hem d’escollir per tal que el marc sigui el més economic possible

son x = @ m pel costat horitzontal i y = @ m pel costat vertical del marc.

El cost més economic és

V30 V30 V30 V30
C(x:— =_>=15. =

Y= T+25' =|10V30€ = 54,77 €
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Pautes de correccio:

0,25 punts per 1’assignacid de les variables.

0,25 punts per la igualtat de 1’area.

0,25 punts per la funcio cost.

0,25 punts per la funcié derivada primera.

0,25 punts pel valor singular.

0,25 punts per argumentar que es tracta d’'un minim.
0,25 punts per les dimensions finals.

0,25 punts pel cost minim.
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- M x=2 . _ _
2. Siguin larectar: {y—zz 1 ielplamx—z=3.

a) Calculeu I’equacio paramétrica de la recta que és perpendicular al pla 7 i que el
talla en el mateix punt en queé el talla la rectar.
[1 punt]
b) Trobeu els punts de r que estan a una distancia de v/8 unitats del pla 7.
[1 punt]
Nota: Podeu calcular la distancia d’un punt de coordenades (x,, yo, Zo) al pla
|Axg+Byo+Czo+D]|

d’equacid Ax + By + Cz + D = 0 amb I’expressio Titipiiot

Resolucio:

. La recta que es demana té vector director n = (1,0, —1) i passa pel punt
d’intersecci6 de r i w. Busquem el punt de la rectaz r,B. = (2,1 + 4, ), substituint-lo a
equacié del pla: 2-4-3=0 = A=-1
El punt de la recta és ( 2, 0, -1)

X=2+u

y=0
Per tant, I’equaci6 paramétrica de la recta buscada sera; < = —1-u

. Busquem els punts de r tals que d(P., ) = /8.

2-2-3] |-1-2

= =V8 >|-1-1=4>21=-501=3
J12 + (-1)? V2
Per tant els punts s6n (2, -4, -5) i (2, 4, 3)|

d(h,m) =

Pautes de correccio:

a)

0,25 punts pel vector normal del pla.

0,25 punts per la forma parametrica de r.

0,25 punts pel punt interseccio del pla i la recta.

0,25 punts per I’equacid parametrica de la recta que es demana.

b)

0,25 punts per plantejar 1’equaci6 a resoldre.
0,25 punts pel valors solucié.

0,25 punts per un primer punt.

0,25 punts per un segon punt.
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3. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depén del parametre real a:

ax+7y+5z=0
x+ay+z=3

y+z=-2
c) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre a.
[1 punt]
d) Resoleu el sistema per al cas a = 2.
[1 punt]
Resolucio:
a) El sistema en forma matricial és el seguent:

a 7 5|0
A =Ab=(1 a 13
0 1 1I-2

Anem a calcular el rang(A) i rang(4 ") per als diferents valors del parametre a.

El rang(A) sera maxim quan el determinant de la matriu A sigui diferent de 0. Calculem
el determinant de la matriu A.

a 7 5
1 a 1l=ad*+5-a—-7=a*’—a-2
0 1 1

Quan resolem a? —a — 2 = 0 obtenimels valorsa = —1ia = 2.

o Casa+#—1lia=+2.
|A| # 0 i per tant rang(A) = 3 = rang(A’) = nombre d’incognites, per tant el sistema és
ICompatible Determinat,

° Casa=-1
Substituim el valor d’a i obtenim:

-1 7 5
A’=A|b=<1 -1 1

0 1 1

0
3
-2

Com que |A| = 0 aleshores rang(A) < 3, perd com que |(1) _11| =1 # 0, aleshores
rang(A) = 2.

-1 7 0
Comque|1 -1 3|=-24+3+14=15 =+ 0, aleshoresrang(4’) =3

0 1 =2

Com que rang(A) # rang(4 "), aleshores el sistema és [Incompatible|.
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) Casa =2
Substituim el valor d’a i obtenim:

2 75
A’=A|b=<1 2 1

0
3)
-2

0 1 1
Com que |A| = 0 aleshores rang(A) < 3, perd0 com que |(1) i| =1 # 0, aleshores
rang(A) = 2.
2 7 0
Comque|l 2 3|=-8-6+14=0,aleshoresrang(4’) =2
0 1 -2

Com que rang(A) = rang(4’) = 2 < nombre d’incognites, aleshores el sistema es
ICompatible Indeterminat amb 1 (3-2=1) grau de llibertat.
2 7 5
A=Ab=(1 2 1

0
3)
0 1 11-2

Per aquest cas es tracta d’un sistema compatible indeterminat i, com s’ha vist, el sistema

b) Casa = 2
Substituim el valor d’a i obtenim:

es pot reduir a les dues ultimes equacions, ja que |(1) i| =1+ 0irang A=rang 4 '=2.

Aleshores, traspassant el termes en z al terme independent, el sistema equivalent a
resoldre és
{x +2y = 33—z
y = —-2-z
que té per solucio, i, substituint la variable y a la primera equacio,
= 3-2-2(-2-2) = 3-z+4+2z = amb el que tenim les variables x i y en funci6 de la
variable z que fa de parametre i dona el grau de llibertat al conjunt de solucions.

Observacid: El sistema es pot resoldre per qualsevol altre métode.
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Pautes de correccio:

a)

0,25 punts pels plantejament matricial i els valors critics.
0,25 punts pel cas general.

0,25 punts pel primer cas particular.

0,25 punts pel segon cas particular.

b)

0,25 punts per la substitucio.

0,25 punt per la identificacié de compatible indeterminat.
0,25 punts per la solucio y.

0,25 punts per la solucié x.

Nota: La solucio deixada en funcié de qualsevol altre parametre o incognita és també
correcta.
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4. Considereu la funcio f(x), que depen dels parametres reals n i m i és definida per

e* six<0
x? _
f(x)ZIZ-Fn si0<x<?2

3x
L7+m x> 2

a) Calculeu els valors de n i m perqué la funcié sigui continua a tot el conjunt dels
nombres reals.
[1 punt]

b) Per al cas n = -4 i m = -6, calculeu I’area de la regio limitada per la grafica de
f(x), I’eix de les abscisses i les rectes x = 01 x = 4.

[1 punt]
Resolucio:
a) La funcid f(x) esta definida per trossos que son funcions continues (exponencial i

polindmiques), per tant només cal estudiar la continuitaten x=01ien x = 2.

Perque f(x) sigui continua en x = a és necessari que lim f(x) = f(a).
X—a
lim e* =1 = f(0)
x—-0~
lim f(x) = 2
=0 i ("—+n> —n

x-0t \ 4

xX—27

lim <Z—Z+n>:1+n=f(2)
lim f(x) = 3
k lim <§x+m)=3+m

x—2t

n=1 } n=1
-

Aleshores per a ser continua en els dos punts cal que l+n=3+m

Per tant, sin=1im = -1 la funcio f(x) és continua per qualsevol nombre real.
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b) Quann=-4im=-6

e si x<0
X2

f(x) = ?—4 si 0<x<2
Ex—6 si x>2 3
2

Area
2

3
= X——4x
=
0

Observacio: Evidentment també es pot calcular [’area del segon tros com [’area del
triangle.

A= + +

3x? !
%o
4

2

I(gx—dox

zp§_4}m

Pautes de correccio:

a)

0,25 punts per la continuitat general.

0,25 punts per la condicié de continuitat en x = 0.
0,25 punts per la condicié de continuitat en x = 2.
0,25 punts pel calcul correcte dels valors de n i de m.

b)

0,25 punts per la substituci6 de parametres.

0,25 punts pel plantejament de les integrals.

0,25 punts pel calcul de les primitives.

0,25 punts per I’aplicacio6 de la regla de Barrow i el calcul final.

:‘2—8‘+|—3|:
3

31,
3
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5. Considereuelsplansmy:2x +ay +z=5m:x+ay+z=11
m3:2x + (a+ 1)y + (a + 1)z = 0, en qué a és un parametre real.
a) Estudieu per a quins valors del parametre a els tres plans es tallen en un punt.
[1 punt]
b) Comproveu que per al cas a = 1 la interpretacié geométrica del sistema format
per les equacions dels tres plans és la que es mostra en la imatge segient:

[1 punt]
Resolucio:
a) Perqueé els tres plans es tallin en un punt la matriu del sistema format per les tres

equacions ha de ser compatible determinat. Cal que la matriu M del sistema tingui rang
3. Llavors la matriu ampliada també tindra rang 3 i per tant el sistema sera compatible
determinat.

2 a 1
M=|1 a 1 |=2a(@a+1)+2a+a+1—-2a—-2(a+1)—ala+1)
2 a+1 a+1

=2a’+2a+2a+a+1—-2a—-2a—2—-a*—a=a*—-1

rang M =3 quan a? — 1 # 0, és a dir a = +1. En aquests casos els tres plans es tallen
en un punt.

b) La situacio representada mostra dos plans paral-lels i un altre que els talla.

En el cas a =1 tenim:
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2X+y+z=5
X+y+2z=1 } Enaquestcaselsplans 77, i 773 s6n paral-lels i diferents ja
2x+2y+2z=0

que

i no paral.lels amb el pla n1 perqué

per tant, el pla m; els tallara de manera que s’obtindra, efectivament, la situacio
geomeétrica de la figura.

Pautes de correccio:

a)

0,25 punts pel plantejament del sistema d’equacions lineals.
0,25 punts pel calcul del determinant.

0,25 punts per la resolucio de la igualtat.

0,25 punts per la identificacio del cas SCD.

b)

0,5 punts per la justificacio que els plans w2 i w3 s6n paral.lels i diferents.

0,5 punts per la justificacio que el pla 1 no és paral.lel amb els altres dos i els talla en
rectes paral.leles. No cal que I’estudiant comprovi que el vector director de la recta r i el
de la recta s sén proporcionals.
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6. Sabem que una funcid f(x) és continua i derivable a tots els nombres reals, que té
com a derivada segona f"'(x) = 6x i que la recta tangent en el punt d’abscissa x = 1
és horitzontal.

a) Determineu 1’abscissa dels punts d’inflexi6 de la funcié f i els intervals de
concavitat i convexitat. Justifiqueu que la funcié f té un minim relatiu en x = 1.
[1 punt]

b) Sabent, a més, que la recta tangent en el punt d’abscissa x = 1 és y = 5, calculeu
I’expressio de la funcio f.

[1 punt]
Resolucio:
a) L’unic candidat a punt d’inflexi6 és el punt que anul.la la derivada segona, x =

0 i per estudiar els intervals de concavitat i convexitat només cal considerar els intervals

Comaque f""(x) <O0perx <0if"(x)> 0perx > 0deduim que la funcio f és
convexa (N)en (—oo,0)iconcava (U ) en (0, ).

Observacid: En cas de conflicte entre la terminologia i el grafisme prevaldra la
resposta grafica.

Per tant la funci6 té un Unic punt d’inflexié en x = 0.

D’altra banda, sabem que f'(1) = 0 ja que la recta tangent en x = 1 és horitzontal.
Com f""(1) = 6 > 0 deduim que es tracta d’un minim relatiu de la funcio.

b) Com f"'(x) = 6x tenim que integrant que f'(x) = 3x2 + c, on c és una constant
real. Ara bé, sabem que en x = 1 la recta tangent és horitzontal, aixi que f'(1) = 0.
Substituint a I’expressio anterior obtenim que ¢ = —3.

Integrant de nou deduim que f(x) = x3 — 3x + k, on k és una constant real. Com la
rectatangenten x = 1 ésy =5, cal que f(1) = 5.

Aix0 ens permet trobar el valor de la constant k:
f)=1-3+k=5

d’on k = 7 i la funcié buscada és | f(x) = x3 — 3x + 7|,
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Pautes de correccio:

a)

0,25 punts per identificar 1’abscissa X = 0.

0,25 punts pels intervals de convexitat/concavitat
0,25 punts per identificar el punt singular.

0,25 punts per justificar que és minim relatiu.

b)

0,25 punts per la primera primitiva.

0,25 punts pel calcul de la primera constant d’integracid
0,25 punts per la segona primitiva.

0,25 punts pel calcul de la segona constant d’integracio.




