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Serie 5

Responeu a CINC de les sis guestions seguents. En les respostes, expliqueu
sempre qué voleu fer i per que.

Cada questio val 2 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no s’autoritzara I’is de calculadores o
altres aparells que portin informacié emmagatzemada o que puguin transmetre o
rebre informacio.

Criteris generals per a la correccio:

6. En tots els casos la resolucio que fa D’estudiant s’ha de poder seguir i
comprendre els passos que fa. Aquelles respostes, parcials o totals, que no
estiguin desenvolupades o no es pugui seguir el com s’ha arribat a donar la
resolucio seran puntuades amb 0 punts.

7. La resolucié proposada és, en alguns casos, una de les possibles i no és, en
principi, Unica. Per tant, sempre que I’enunciat ho permeti, en el cas que
I’estudiant respongui amb una resolucioé alternativa totalment correcta se li
assignara el total de puntuacié de D’apartat. Si la resposta és parcial la
puntuacié obtinguda sera proporcional a la part corresponent de la puntuacio
total.

8. En alguns casos, la solucié final pot admetre expressions equivalents. En
aquests casos la puntuacio sera la totalitat de la puntuacié de 1’apartat.

9. Tots els exercicis, apartats i passos dins d’un apartat es valoraran amb multiples
de 0,25 punts.

10. Penalitzacié per errades de calcul o transcripcio:

o Si l’errada que es comet no té més trascendencia, aleshores NO es descomptara
res de la puntuacié parcial de I’apartat.

o En el cas que I'errada condueixi a derivacions paral-leles de I’enunciat, es
valorara i puntuara el desenvolupament i coheréncia de la resolucio resultant, i
només s’aplicara una penalitzaci6 final de 0,25 punts.

o En cas que I’errada condueixi a no tenir sentit alguna de les qlestions que es
demanen, aleshores la puntuacié maxima de 1’apartat sera de 0,75 punts.

o Si la resolucié d’un apartat conté dues errades la puntuacié de I’apartat sera
I’acumulada fins al moment previ al cometre la segona errada.
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1. Considereu el sistema d’equacions lineals
6Xx+3y+2z2=5
3X+4y+6z=3; perameR.
X+3y+2z=m
a) Expliqueu raonadament que per a qualsevol valor del parametre m el sistema
té una Unica solucio.

[1 punt]

b) Resoleu el sistema i trobeu I'expressié general del punt solucié.

[1 punt]
Resolucio:
a) Per a veure que per a qualsevol valor del parametre m el sistema té solucié
Unica, n’hi ha prou en veure que si A és la matriu dels coeficients dels sistema i A’ la
matriu ampliada aleshores rang(4) =rang(A’)=3 = nombre d’incognites

independentment del valor del parametre m.

6 3 2 6 3 25
A=|3 4 6|,A=(3 4 63
1 3 2 1 3 2m

=48+18+18-8-108—-18=-50#0=

6 3 2
3 4 6
1 3 2

Com que |4| =

rang(A) = 3 = rang(A") = 3 i per tant el sistema és compatible determinat, sigui quin
sigui el valor del parametre m.

b) Podem resoldre el sistema pel métode de Cramer.
5 3 2
3 4 6
lm 3 2l 40+18+18m-8m-90-18 10m-50 S5-m
=T 50 T ~50 -~ 50 5
6 5 2
3 3 6
|1 m 2l 36+6m+30-6-36m-30 30-30m 3m-3
Y=""s50 ~50 -~ 50 5
6 3 5
3 4 3
|1 3 ml 24m+45+49-20-54-9m 15m-20 4-3m
=" 50 ~50 7 50 10
Per tant la solucié del sistema és (S_m, 3m_3,4_3m)
5 5 10

Pautes de correccio:

Apartat a)
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0,25 punts per la matriu del sistema.

0,25 punts pel determinant de la matriu de coeficients.
0,25 punts per la igualtat de rangs a 3.

0,25 punts per la discussio del sistema.

Apartat b)

0,25 punts pel calcul de x.

0,25 punts pel calcul de y.

0,25 punts pel calcul de z.

0,25 punts per I'expressioé general del punt solucio.
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2. Siguin el plad’equaciom:x +y—z=0ielpuntP = (2,3,2).
a) Calculeu el punt simétric del punt P respecte del pla 7.

[1 punt]
b) Calculeu I'equacio cartesiana (és a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) dels
dos plans paral-lels a m que estan a distancia v3 del punt P.

[1 punt]
Nota: Podeu calcular la distancia d’'un punt de coordenades (x,,y,,zo) al pla d’equacio
. , . . |AXo+Byg+Czy+D]|
Ax + By + Cz + D = 0 amb I'expressio e
Resolucio:
a) Per a calcular el simetric de P, diguem-ne P’, respecte del plam:x+y—2z=10

primer calcularem la projeccié ortogonal del punt P sobre el pla m, diguem-ne Q, i
després calcularem P’ = P + 2 . PQ.

La recta que passa pel punt P i és perpendicular al pla té per vector director el vector
normal del pla (1,1, —1) i per tant té equacio parametrica
,y,2)=Q+A43+12-21).
Calculem la intersecci6 del pla = amb aquesta recta:
2+214+3+21-(2-1)=0
31=-3
l=-1=0=(1,273)

PP=232+2-((1,23)-(23,2)=(232)+2-(-1,-1,1) = .

Observacié: També es pot buscar el punt P’ imposant que sigui un punt que compleixi
que el vector PP’ sigui proporcional al vector normal del pla i que el punt mig del
segment PP’ pertanyi al pla.

b) Si els plans han de ser paral.lels al pla m: x + y — z = 0 aleshores hauran de tenir el
mateix vector normal i per tant seran de laforman:x +y —z = D.

Imposem ara que quedin a distancia v/3 del punt P.
|2+3—-2-D| [3-D| _

JIZ+ 124 (=12 V3

|3—-D|=3=23-D=303-D=-3

dP, ') = V3

o Si3—D=3:D=0:|n’:x+y—z=0|.

o Si3—D=—3:D=6=>|n’:x+y—z=6|.

Pautes de correccio:

Apartat a)
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0,25 punts pel calcul de la recta perpendicular.
0,25 punts pel punt interseccio.

0,25 punts pel plantejament del calcul del simétric.
0,25 punts pel punt simétric.

Apartat b)

0,25 punts per I'equacio a resoldre.

0,25 punts per la resolucié de I'equacio.

0,25 punts per un pla.

0,25 punts per l'altre pla.
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3. Siguilafuncié f(x) =a-e***’* ‘amba#0ib = 0.
a) Calculeu els valors de a i de b que fan que la funcié tingui un extrem relatiu en
el punt (1, e).

[1 punt]

b) Per al cas a =3 i b =5, calculeu I'asimptota horitzontal de la funcié f quan x
tendeix a +oo.

[1 punt]
Resolucio:
a) Per tal que la funcio tingui un extrem relatiu en el punt (1, e) cal que la derivada

primera de la funcié f s’anul.li en el punt d’abscissa x = 1 i que la imatge de la funcio
en aquest punt sigui e, és a dir, f'(1) =0i f(1) = e.

fx) = q-ex"+bx
f'(x) = a(—2x + b)e '+
f()=a(-2+be*? =0

f(1) =ae 1t =¢

De la primera igualtat com que e~1*? # 0 aleshores deduim que a = 0 0 b = 2. Ara bé,
si a=0= f(x) =0, per a qualsevol valor de x, per tant tenim que [b =2] i si
substituim a la segona equacio obtenim f(1) = ae '*2 = ge = e d’on deduim que
a=1|

b) Sia =3ib =5 aleshores tenim f(x) = 3 - e’ ¥5%,

Per a calcular 'asimptota horitzontal quan x tendeix a +o0., hem de calcular
limy 1 o0 f(X).
lim f(x)= lim 3-e X *5% =3.¢® =,

X—+00 X—+00

Per tant, la funci [té una asimptota horitzontal en I'eix de les x’s, y = 0|.
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Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts per la derivada de la funcid.

0,25 punts pel plantejament del sistema a resoldre.
0,25 punts pel calcul d’'un parametre.

0,25 punts pel calcul de l'altre parametre.

Apartat b)

0,25 punts per plantejar el limit a calcular.

0,5 punts pel calcul del limit.

0,25 punts per I'asimptota horitzontal.



Oficina d’Accés a la Universitat Pagina 19 de 23
PAU 2018

Criteris de correcci6 Matematiques

4. Sabem que una funcié f(x) esta definida per a tots els nombres reals i que és
derivable dues vegades. Sabem també que té un punt d’inflexi6 en el punt
d’abscissa x = 2, que I'equacié de la recta tangent a la grafica de la funcié f(x) en
aquest punt és y = —124x + 249 i que f(—3) = —4.

a) Calculeu f"(2), f'(2)i f(2).

[1 punt]

b) Calculeu [*, f ' (x)dx.
[1 punt]

Resolucio:

a) Si la funcio f té una inflexié en el punt d’abscissa x =2 = |f"(2) = 0|

El pendent de la recta tangent és la derivada, per tant si y = —124x + 249 és la recta
tangent en x = 2 =[f'(2) = —124]. | la recta tangent coincideix amb la funcié en el
puntx =2 =|f(2) = —124-2+249 = 1|,

b) Apliguem la regla de Barrow tenint en compte que la funcioé f és una primitiva
de la funcié f'.

2
[ rr@ax=reor =@ - r-3).
-3

Per tant f_zgf "(x)dx =1—(—4) = 5|

Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts per f”’(2).

0,25 punts per f'(2).

0,5 punts pel f(2).

Apartat b)

0,5 punts pel calcul de la primitiva i formular la Regla de Barrow
0,25 punts per substituir en la regla de Barrow.

0,25 punts pel calcul Ifinal.

5. Siguinlesrectes ry:x — 1= y—_lz =z-5inmn(xyz)=02-31,-1+21,2).
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a) Trobeu I'equacio cartesiana (és a dir, que té la forma Ax + By + Cz = D) del pla
que conté la recta r, i és paral-lel a la recta r,.

[1 punt]

b) Digueu quina condicié s’ha de complir perquée existeixi un pla que contingui la
recta r; i sigui perpendicular a la recta r,. Amb les rectes r; i r, de I'enunciat,
comproveu si existeix un pla que contingui la recta r; i sigui perpendicular a la
rectar,.

[1 punt]

Resolucio:

a) r:(xy,2)=(01,2,5)+u1,-1,1)i rp:(x,y,2z) =(2,—-1,2) + A(—3,1,0)

Si el pla ha de contenir la recta r; haura de passar pel punt (1,2,5) i contenir el vector
v; = (1,—1,1) ala direccio del pla. | si el pla ha de quedar paral.lel a la recta r, també
haura de tenir el vector v, = (—3,1,0) a la direccio.

Per tant el vector normal del pla sera v; X v,.

i 1 -3
vy Xv,=[j -1 1|=(-1,-3,-2)~(1,3,2)
k1 0

Aixi 'equacio cartesiana del pla sera x + 3y + 2z = D i per obtenir D imposem que el
pla passi pel punt (1,2,5), ésadirD =1+3-2+2-5 = 17. Per tant 'equacioé que ens
demanen és(x + 3y + 2z = 17|

b) Per tal que existeixi un pla que contingui una recta i quedi perpendicular a l'altra
recta, les dues rectes inicials han de ser perpendiculars entre si. En altres termes, els
vectors directors de les rectes han de ser perpendiculars, és a dir, han de tenir
producte escalar igual a zero.

En el nostre cas tenim
vy v, =(1,-1,1)-(=3,1,0) =—3—-14+0=—4 % 0.

i, per tant, no existeix cap pla que contingui la recta r; i sigui perpendicular a la recta
T, Ni a I'inrevés, ja que d’existir aleshores les dues rectes serien perpendiculars quan
no ho sén ja que el producte escalar dels seus vectors directors és diferent de O.
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Pautes de correccio:

Apartat a)

0,25 punts per veure que el vector v,esta a la direccié del pla.

0,25 punts per veure gue el vector v, esta a la direccié del pla.

0,25 punts pel calcul del vector normal.

0,25 punts per I'equacio del pla.

Apartat b)

0,5 punts per la condicio de perpendicularitat entre les rectes (qualsevol és suficient).
0,25 punts per la comprovacié d’alguna de les condicions.

0,25 punts per I'explicitacio del raonament i conclusio final.
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-1 0 1
6. Considereulamatriud=|1 0 -1 0
1 1 1

1 0 0
a) Sil= (0 1 0) és la matriu identitat d’ordre 3, calculeu per a quins valors de
0 0 1
k la matriu A + kI té inversa. Trobeu, si existeix, la matriu inversa de A — 21I.

[1 punt]

b) Calculeu la matriu X que satisfa 'equacié X -4+ A =2-X, en que A' és la
matriu transposta de la matriu A.

[1 punt]
Resolucié:
a) La matriu A + kI té inversa sii només si |A + kI| # 0.
—-1+k 0 1
[A+kI|=| 0 —1+k 0 |=A+k(1+k)?-(-1+k) =
1 1 1+k

=k-D(Kk+D-k-D-1)=*k-Dk*>-1-1) = (k— D) (k*-2).

Pertant, |4+ kI| # 0 & |k = 1, V2|

En particular, A — 21 si que és invertible, ja que correspon al cas k = —2.

-3 0 1
A-2I=10 -3 0
1 1 -1

|A—2I|=-94+3=—6

3 1 3
(A—21)—1:i<0 2 0)
—6

3 39

b) X-A+At=2-X
X-A-2-X=-At
X(A-2I)=-At
X(A-2DA-2)"t=-A'(A-2D"1
X=-At(A-2Dn"1

-1 0 1\1/3 1 3\ [{/0 2 6
X=—(0 -1 1)_—6(0 2 0>=g(3 1 9)
1 0 1 3 39 6 4 12

Pautes de correccio:
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Apartat a)
0,25 punts pel calcul del determinant.

0,25 punts pels valors de k.

0,25 punts per la justificacié que existeix la inversa.

0,25 punts pel calcul de la matriu inversa.
Apartat b)

0,25 punts pel traspas de termes.

0,25 punts per treure factor coma.

0,25 punts per multiplicar per la inversa.

0,25 punts pel calcul final.



